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ut + uux   uxx + a(x)u = f(x; t) in Q  (0; 1) (0; T ) (1.1)
u(0; t) = u(1; t) = 0 in (0; T ) (1.2)
u(x; 0) = u0(x) in I  (0; 1) (1.3)
ここで，T > 0 であり，u0(x) 2 H10 (I)，f(x; t) 2 L2(Q) とする．また a(x) は次の条件を満たすものとする．
a 2 L1(I)であり，正定数 a1 が存在して 0 < ja(x)j 5 a1 が成立する． (1.4)




定義 2.1 関数 u 2 L1(0; T; L2(I)) \ L2(0; T; H10 (I)) が (1.1)～(1.3) の弱解であるとは，次の等式を満
たすときをいう．Z 1
0
(utw + uuxw + uxwx + auw) dx =
Z 1
0
fw dx for 8w 2 H10 (I); 8t 2 (0; T ) (2.1)
(1.1) の弱解が存在することを証明するために，fejg1j=1 を L2(I) の正規直交基底かつ H10 (I) の直交基底に
なるように選ぶ．つまり，ej は  @2x の L2(I) での Dirichlet 問題の固有値 j に対する固有関数である．








と表すことができ，この級数は L2(I) \H10 (I) で収束する．














un(0) = u0n (2.3)
for j = 1;    ; n，and 0 5 t 5 T．




補題 2.1 任意の j に対して，問題 (2.2) の局所解 un が一意的に存在する．








eiej dx = cj(t)
0
となる．一方， @2xei = iei より @2xun(t) =  
Pn













fej dx; kj(t) =
Z 1
0













jj@xun(s)jj2L2(I) ds 5 C1 for 8t 2 [0; T ]:































































































































jj@xun(s)jj2L2(I) ds 5 C2e(2a1+)t (3.1)
を得るので，C1 = C2e(2a1+)T とすれば，補題 3.1 を得る． 2










jjun(s)jj2H10 (I) ds 5 C1 for 8t 2 [0; T ]:
注意 3.2 この不等式と Hilbert空間の弱コンパクト性から un(t)は L2(I)で u(t)に弱収束し，かつ @xun(t)
は L2(0; T; L2(I)) で @xu(t) に弱収束することが分かる．
補題 3.3 補題 3.2 の部分列 un(t) は L2(0; T; L2(I)) で強収束する．
jjun   ujjL2(0; T; L2(I)) ! 0; n!1
証明 [2] の補題 2.4 参照．
注意 3.3 補題 3.1，補題 3.3 と Lebesgue の収束定理から，ほとんどいたるところの t 2 [0; T ] に対して，







(@tunw + un@xunw + @xunwx + aunw) dx =
Z 1
0
fw dx for 8w 2 C10 (Q):
この式の両辺を t で積分し，部分積分を用いるとZ
Q









( unwt + @xun@xw + aunw) dxdt =
Z
Q
( uwt + @xu@xw + auw) dxdt
を得る．従って，次の補題 4.1 が証明できれば弱解の存在が分かる．








(un@xunw   u@xuw) dxdt =
Z
Q
(un   u)(@xunw) dxdt+
Z
Q
(@xun   ux)(uw) dxdt
と変形する．右辺の第 2 項は un が u に L2(Q) で弱収束することを用いれば 0 に収束することが分かる．ま
た，右辺の第 1 項は Schwartz の不等式からZ
Q
(un   u)(@xunw) dxdt 5 jjun   ujj2L2(Q)  jj@xunwjj2L2(Q)
と評価でき，@xun が L2(Q) での弱収束列であることから jj@xunwjj2L2(Q) は有界となるので，補題 3.3 から，
右辺の第 1 項も 0 に収束することが従う． 2
また，(3.1) のエネルギー不等式で C2 = 0 の場合を考えれば，弱解の一意性が分かる． 2
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